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�˺РͮΓϺΓ +Ϻϫ

ࡦ ċȣƌǩɫƟƁʉƟƌ ǊɫŒɠǞ aࡪ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ğࡪ ƟƌǊƟɻ B

ࡦ #ǩɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ğ ʉǞŒʉ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƟƌǊƟɻ ƁɫȴɻɻǩȣǊ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ

ࡦ #ǩɠŒɫʉǩʉǩȴȣࡩ è ⊆ ğࡪ è ⊆ ğ

ࡦ +ʞʉ δ(è) = {(ʗ, ʴ) ∈ B : ʗ ∈ è, ʴ ∈ è}

ࡦ �Œˇ࢙+ċüࡩ maxè⊆ğ δ(è)

Lecture 3



�˺РͮΓϺΓ +Ϻϫ

ࡦ ċȣƌǩɫƟƁʉƟƌ ǊɫŒɠǞ aࡪ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ğࡪ ƟƌǊƟɻ B

ࡦ #ǩɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ğ ʉǞŒʉ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƟƌǊƟɻ ƁɫȴɻɻǩȣǊ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ

ࡦ #ǩɠŒɫʉǩʉǩȴȣࡩ è ⊆ ğࡪ è ⊆ ğ

ࡦ +ʞʉ δ(è) = {(ʗ, ʴ) ∈ B : ʗ ∈ è, ʴ ∈ è}

ࡦ �Œˇ࢙+ċüࡩ maxè⊆ğ δ(è)



�˺РͮΓϺΓ +Ϻϫ

ࡦ ċȣƌǩɫƟƁʉƟƌ ǊɫŒɠǞ aࡪ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ğࡪ ƟƌǊƟɻ B

ࡦ #ǩɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ğ ʉǞŒʉ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƟƌǊƟɻ ƁɫȴɻɻǩȣǊ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ

ࡦ #ǩɠŒɫʉǩʉǩȴȣࡩ è ⊆ ğࡪ è ⊆ ğ

ࡦ +ʞʉ δ(è) = {(ʗ, ʴ) ∈ B : ʗ ∈ è, ʴ ∈ è}

ࡦ �Œˇ࢙+ċüࡩ maxè⊆ğ δ(è)



�˺РͮΓϺΓ +Ϻϫ

ࡦ ċȣƌǩɫƟƁʉƟƌ ǊɫŒɠǞ aࡪ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ğࡪ ƟƌǊƟɻ B

ࡦ #ǩɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ğ ʉǞŒʉ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƟƌǊƟɻ ƁɫȴɻɻǩȣǊ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ

ࡦ #ǩɠŒɫʉǩʉǩȴȣࡩ è ⊆ ğࡪ è ⊆ ğ

ࡦ +ʞʉ δ(è) = {(ʗ, ʴ) ∈ B : ʗ ∈ è, ʴ ∈ è}

ࡦ �Œˇ࢙+ċüࡩ maxè⊆ğ δ(è)

cuts

ax



�˺РͮΓϺΓ +Ϻϫ

ࡦ ċȣƌǩɫƟƁʉƟƌ ǊɫŒɠǞ aࡪ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ğࡪ ƟƌǊƟɻ B

ࡦ #ǩɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ğ ʉǞŒʉ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƟƌǊƟɻ ƁɫȴɻɻǩȣǊ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ

ࡦ #ǩɠŒɫʉǩʉǩȴȣࡩ è ⊆ ğࡪ è ⊆ ğ

ࡦ +ʞʉ δ(è) = {(ʗ, ʴ) ∈ B : ʗ ∈ è, ʴ ∈ è}

ࡦ �Œˇ࢙+ċüࡩ maxè⊆ğ δ(è)

feign
redor blue
colon atnando
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æ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ �ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ࡦ ßǩƁȅ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʞȣǩǇȴɫȝ ɻʞŷɻƟʉɻ
è߾, . . . , èȂ ⊆ ğ Ǉȴɫ Ȃ = ߽߽߾ log Ƞ

ࡦ ´ʞʉɠʞʉ ʉǞƟ ɻʞŷɻƟʉ ʿǩʉǞ ȝŒˇǩȝʞȝ Ɓʞʉ δ(èǦ)

ࡦ �ƟƁʉʞɫƟ ࡩࠀ īǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ ߾
Ƞ߽߾߽߾ ࡪ ʿƟ Ɓʞʉ Œʉ

ȋƟŒɻʉ |B|/ࠁ߽.߿ ƟƌǊƟɻ

occagu



æ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ �ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ࡦ ßǩƁȅ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʞȣǩǇȴɫȝ ɻʞŷɻƟʉɻ
è߾, . . . , èȂ ⊆ ğ Ǉȴɫ Ȃ = ߽߽߾ log Ƞ

ࡦ ´ʞʉɠʞʉ ʉǞƟ ɻʞŷɻƟʉ ʿǩʉǞ ȝŒˇǩȝʞȝ Ɓʞʉ δ(èǦ)

ࡦ �ƟƁʉʞɫƟ ࡩࠀ īǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ ߾
Ƞ߽߾߽߾ ࡪ ʿƟ Ɓʞʉ Œʉ

ȋƟŒɻʉ |B|/ࠁ߽.߿ ƟƌǊƟɻ



æ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ �ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ࡦ ßǩƁȅ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʞȣǩǇȴɫȝ ɻʞŷɻƟʉɻ
è߾, . . . , èȂ ⊆ ğ Ǉȴɫ Ȃ = ߽߽߾ log Ƞ

ࡦ ´ʞʉɠʞʉ ʉǞƟ ɻʞŷɻƟʉ ʿǩʉǞ ȝŒˇǩȝʞȝ Ɓʞʉ δ(èǦ)

ࡦ �ƟƁʉʞɫƟ ࡩࠀ īǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ ߾
Ƞ߽߾߽߾ ࡪ ʿƟ Ɓʞʉ Œʉ

ȋƟŒɻʉ |B|/ࠁ߽.߿ ƟƌǊƟɻ

DO
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#ßß
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
ß࢕ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ɻȴȋʻƟƌ ǩȣ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ
ʉǩȝƟ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
£ß࢕ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʿǞȴɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ʻƟɫǩ˨Ɵƌ ǩȣ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
#ßß࢕ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ɻȴȋʻƟƌ ǩȣ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ʞɻǩȣǊ ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠀ/߿

determenistic I don'tuse randomness



#ßß
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
ß࢕ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ɻȴȋʻƟƌ ǩȣ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ
ʉǩȝƟ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
£ß࢕ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʿǞȴɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ʻƟɫǩ˨Ɵƌ ǩȣ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
#ßß࢕ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ɻȴȋʻƟƌ ǩȣ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ʞɻǩȣǊ ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠀ/߿



#ßß
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
ß࢕ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ɻȴȋʻƟƌ ǩȣ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ
ʉǩȝƟ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
£ß࢕ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʿǞȴɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ʻƟɫǩ˨Ɵƌ ǩȣ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
#ßß࢕ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ɻȴȋʻƟƌ ǩȣ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ʞɻǩȣǊ ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠀ/߿

D
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+ΉΧϺ̭ ðСΗ̤

ࡦ ðˈȣƁǞɫȴȣǩ˔Ɵ ȋȴƁŒȋ ˨ȋƟɻ ʉȴ ʉǞƟ Ɓȋȴʞƌ

ࡦ oŒɻ ˨ȋƟ ŷƟƟȣ ƁǞŒȣǊƟƌࡲ `ǩȋƟ ȋƟȣǊʉǞࡩ Ƞ ŷǩʉɻ



+ΉΧϺ̭ ðСΗ̤

ࡦ ðˈȣƁǞɫȴȣǩ˔Ɵ ȋȴƁŒȋ ˨ȋƟɻ ʉȴ ʉǞƟ Ɓȋȴʞƌ

ࡦ oŒɻ ˨ȋƟ ŷƟƟȣ ƁǞŒȣǊƟƌࡲ `ǩȋƟ ȋƟȣǊʉǞࡩ Ƞ ŷǩʉɻ



æ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ �Ή͞ΧϘͮϫͩΓ
ȋȴƁŒȋ ˨ȋƟ

߾ ߾ ߾ ߾ ߽߾ ߽ ߽ ߽ ߽

Dä ǩǇǇ
Œ = Ŷ mod ɛ

Ɓȋȴʞƌ ˨ȋƟ

߾ ߾ ߾ ߾ ߾ ߽߾ ߽ ߽ ߽



æ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ �Ή͞ΧϘͮϫͩΓ
ȋȴƁŒȋ ˨ȋƟ

߾ ߾ ߾ ߾ ߽߾ ߽ ߽ ߽ ߽

Œ ∈ {߽, . . . , Ƞ߿ − {߾

Dä ǩǇǇ
Œ = Ŷ mod ɛ

Ɓȋȴʞƌ ˨ȋƟ

߾ ߾ ߾ ߾ ߾ ߽߾ ߽ ߽ ߽



æ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ �Ή͞ΧϘͮϫͩΓ
ȋȴƁŒȋ ˨ȋƟ

߾ ߾ ߾ ߾ ߽߾ ߽ ߽ ߽ ߽

Œ ∈ {߽, . . . , Ƞ߿ − {߾

Dä ǩǇǇ
Œ = Ŷ mod ɛ

Ɓȋȴʞƌ ˨ȋƟ

߾ ߾ ߾ ߾ ߾ ߽߾ ߽ ߽ ߽

Ŷ ∈ {߽, . . . , Ƞ߿ − {߾



æ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ �Ή͞ΧϘͮϫͩΓ
ȋȴƁŒȋ ˨ȋƟ

߾ ߾ ߾ ߾ ߽߾ ߽ ߽ ߽ ߽

Œ ∈ {߽, . . . , Ƞ߿ − {߾
ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫǩȝƟ ɛ ∈
,߿} ,ࠀ . . . , ߿Ƞ߽߽߾ log Ƞࢀ

Dä ǩǇǇ
Œ = Ŷ mod ɛ

Ɓȋȴʞƌ ˨ȋƟ

߾ ߾ ߾ ߾ ߾ ߽߾ ߽ ߽ ߽

Ŷ ∈ {߽, . . . , Ƞ߿ − {߾



æ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ �Ή͞ΧϘͮϫͩΓ
ȋȴƁŒȋ ˨ȋƟ

߾ ߾ ߾ ߾ ߽߾ ߽ ߽ ߽ ߽

Œ ∈ {߽, . . . , Ƞ߿ − {߾
ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫǩȝƟ ɛ ∈
,߿} ,ࠀ . . . , ߿Ƞ߽߽߾ log Ƞࢀ

Œ mod ɛ

Dä ǩǇǇ
Œ = Ŷ mod ɛ

Ɓȋȴʞƌ ˨ȋƟ

߾ ߾ ߾ ߾ ߾ ߽߾ ߽ ߽ ߽

Ŷ ∈ {߽, . . . , Ƞ߿ − {߾



æ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ �Ή͞ΧϘͮϫͩΓ
ȋȴƁŒȋ ˨ȋƟ

߾ ߾ ߾ ߾ ߽߾ ߽ ߽ ߽ ߽

Œ ∈ {߽, . . . , Ƞ߿ − {߾
ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫǩȝƟ ɛ ∈
,߿} ,ࠀ . . . , ߿Ƞ߽߽߾ log Ƞࢀ

Œ mod ɛ
Dä ǩǇǇ
Œ = Ŷ mod ɛ

Ɓȋȴʞƌ ˨ȋƟ

߾ ߾ ߾ ߾ ߾ ߽߾ ߽ ߽ ߽

Ŷ ∈ {߽, . . . , Ƞ߿ − {߾



�Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ xǇ Œ = Ŷࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ɛࡪ Œ = Ŷ mod ɛࡱ īƟ
ŒȋʿŒˈɻ ȴʞʉɠʞʉ BÝ࡭

ࡦ �ƟƁʉʞɫƟ ࡩࠀ xǇ Œ ̸= Ŷࡪ ʉǞƟȣ ǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
≈ −߾ ߾

Ƞ߽߽߾ ʿƟ ȴʞʉɠʞʉ ࡭´£



�Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ xǇ Œ = Ŷࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ɛࡪ Œ = Ŷ mod ɛࡱ īƟ
ŒȋʿŒˈɻ ȴʞʉɠʞʉ BÝ࡭

ࡦ �ƟƁʉʞɫƟ ࡩࠀ xǇ Œ ̸= Ŷࡪ ʉǞƟȣ ǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
≈ −߾ ߾

Ƞ߽߽߾ ʿƟ ȴʞʉɠʞʉ ࡭´£



�Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ xǇ Œ = Ŷࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ɛࡪ Œ = Ŷ mod ɛࡱ īƟ
ŒȋʿŒˈɻ ȴʞʉɠʞʉ BÝ࡭

ࡦ �ƟƁʉʞɫƟ ࡩࠀ xǇ Œ ̸= Ŷࡪ ʉǞƟȣ ǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
≈ −߾ ߾

Ƞ߽߽߾ ʿƟ ȴʞʉɠʞʉ ࡭´£



æß
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
#ßß࢕ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ɻȴȋʻƟƌ ǩȣ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ʞɻǩȣǊ ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠀ/߿

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
æß࢕ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ɻȴȋʻƟƌ ǩȣ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ
ʉǩȝƟ ʞɻǩȣǊ ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ ɻࡱʉࡱ

ࡦ xǇ ƁȴɫɫƟƁʉ ŒȣɻʿƟɫ ǩɻ ࡪ߾ ʉǞƟȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȴʞʉ࢙
ɠʞʉɻ ߾ ʿࡱ ɠࡱ ≥ ࡶࠀ/߿

ࡦ xǇ ƁȴɫɫƟƁʉ ŒȣɻʿƟɫ ǩɻ ࡪ߽ ʉǞƟȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȴʞʉ࢙
ɠʞʉɻ ߽ ŒȋʿŒˈɻࡱ



æß
5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
#ßß࢕ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ɻȴȋʻƟƌ ǩȣ
ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ʞɻǩȣǊ ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠀ/߿

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ
æß࢕ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ɻȴȋʻƟƌ ǩȣ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ
ʉǩȝƟ ʞɻǩȣǊ ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ ɻࡱʉࡱ

ࡦ xǇ ƁȴɫɫƟƁʉ ŒȣɻʿƟɫ ǩɻ ࡪ߾ ʉǞƟȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȴʞʉ࢙
ɠʞʉɻ ߾ ʿࡱ ɠࡱ ≥ ࡶࠀ/߿

ࡦ xǇ ƁȴɫɫƟƁʉ ŒȣɻʿƟɫ ǩɻ ࡪ߽ ʉǞƟȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȴʞʉ࢙
ɠʞʉɻ ߽ ŒȋʿŒˈɻࡱ





DϘϘΧϘ æ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ ͘ΧϘ æß







DϘϘΧϘ æ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ ͘ΧϘ #ßß





+̺ͩϘΗΧ͘͘ #ΧϺΗ̭
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