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DР˺̤ϫ �Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

ࡦ īƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ƟˇŒƁʉȋˈ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ʉŒȅƟɻ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟ ɻȴȋʻƟ ƟˇŒƁʉȋˈ

ࡦ xȣʉƟȋȋǩǊƟȣʉ ƟˇǞŒʞɻʉǩʻƟ ɻƟŒɫƁǞࡩ ˨ȣƌǩȣǊ ȴɠʉǩȝŒȋ
ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʿǩʉǞȴʞʉ ǊȴǩȣǊ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟ
ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ



DР˺̤ϫ �Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

ࡦ īƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ƟˇŒƁʉȋˈ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ʉŒȅƟɻ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟ ɻȴȋʻƟ ƟˇŒƁʉȋˈ

ࡦ xȣʉƟȋȋǩǊƟȣʉ ƟˇǞŒʞɻʉǩʻƟ ɻƟŒɫƁǞࡩ ˨ȣƌǩȣǊ ȴɠʉǩȝŒȋ
ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʿǩʉǞȴʞʉ ǊȴǩȣǊ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟ
ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ



DР˺̤ϫ �Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

ࡦ īƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ƟˇŒƁʉȋˈ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ʉŒȅƟɻ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟ ɻȴȋʻƟ ƟˇŒƁʉȋˈ

ࡦ xȣʉƟȋȋǩǊƟȣʉ ƟˇǞŒʞɻʉǩʻƟ ɻƟŒɫƁǞࡩ ˨ȣƌǩȣǊ ȴɠʉǩȝŒȋ
ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʿǩʉǞȴʞʉ ǊȴǩȣǊ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟ
ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ



æϺΗΗͮΗ͞ üͮΓ̺

ɫʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟࡩ Ƞ Ƞ߿ Ƞࠀ Ƞ!

ȋƟɻɻ ʉǞŒȣ ࡩࠆ߽߾ ࠆ߽߾ ࠂ.ࠁ߽߾ ࠀ߽߾ ߿߾

ɫʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟࡩ Ƞ! Ƞࠁ Ƞ߿ Ƞࠅ߽ࠀ.߾

ȋƟɻɻ ʉǞŒȣ ࡩࠆ߽߾ ߿߾ ࠁ߾ ࠆ߿ ࠄࠄ

Strega
Pob time Exp time
n

ok



æϺΗΗͮΗ͞ üͮΓ̺

ɫʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟࡩ Ƞ Ƞ߿ Ƞࠀ Ƞ!

ȋƟɻɻ ʉǞŒȣ ࡩࠆ߽߾ ࠆ߽߾ ࠂ.ࠁ߽߾ ࠀ߽߾ ߿߾

ɫʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟࡩ Ƞ! Ƞࠁ Ƞ߿ Ƞࠅ߽ࠀ.߾

ȋƟɻɻ ʉǞŒȣ ࡩࠆ߽߾ ߿߾ ࠁ߾ ࠆ߿ ࠄࠄ

n 2h19
Eep time abs

DO

I



üɫŒʻƟȋǩȣǊ ðŒȋƟɻȝŒȣ ßɫȴŷȋƟȝ
ࢎüðßࢍ

Lecture 1 Hand
Lecture 2 Approximate solar in poly time

Today Exactly Hand tow hand is it



üϘ˺Ж̺ΉͮΗ͞ ð˺Ή̺ϡΓ˺Η ßϘΧ̜Ή̺Γ
cǩʻƟȣ Œ ƁȴȝɠȋƟʉƟ ʿƟǩǊǞʉƟƌ ǊɫŒɠǞࡪ ˨ȣƌ Œ ƁˈƁȋƟ
ȴɫࢍ Œ ɠŒʉǞࢎ ȴǇ ȝǩȣǩȝʞȝ ʉȴʉŒȋ ʿƟǩǊǞʉ ࢎȋƟȣǊʉǞࢍ
ʻǩɻǩʉǩȣǊ ƟŒƁǞ ȣȴƌƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ȴȣƁƟ

ࠂ

߿

ࠁ

߿

߿

߾

ࠀ߾

ࠀ
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ȋƟȣǊʉǞࡩ ࠆ



üϘ˺Ж̺ΉͮΗ͞ ð˺Ή̺ϡΓ˺Η ßϘΧ̜Ή̺Γ
cǩʻƟȣ Œ ƁȴȝɠȋƟʉƟ ʿƟǩǊǞʉƟƌ ǊɫŒɠǞࡪ ˨ȣƌ Œ ƁˈƁȋƟ
ȴɫࢍ Œ ɠŒʉǞࢎ ȴǇ ȝǩȣǩȝʞȝ ʉȴʉŒȋ ʿƟǩǊǞʉ ࢎȋƟȣǊʉǞࢍ
ʻǩɻǩʉǩȣǊ ƟŒƁǞ ȣȴƌƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ȴȣƁƟ
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ȋƟȣǊʉǞࡩ ࠆ
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�Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

ࡦ +ȋŒɻɻǩƁŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ
ƁȴʞȣʉȋƟɻɻ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟŒȋ ȋǩǇƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ
ɻƟƟࢍ �ƟƁʉʞɫƟ ࢎ߾

ࡦ £ȴ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ȅȣȴʿȣ
ࡦ īƟࢪȋȋ ɻƟƟ ƟˇŒƁʉ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ࢙ʉǩȝƟ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ



�Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

ࡦ +ȋŒɻɻǩƁŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ
ƁȴʞȣʉȋƟɻɻ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟŒȋ ȋǩǇƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ
ɻƟƟࢍ �ƟƁʉʞɫƟ ࢎ߾

ࡦ £ȴ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ȅȣȴʿȣ

ࡦ īƟࢪȋȋ ɻƟƟ ƟˇŒƁʉ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ࢙ʉǩȝƟ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ



�Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

ࡦ +ȋŒɻɻǩƁŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ
ƁȴʞȣʉȋƟɻɻ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟŒȋ ȋǩǇƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ
ɻƟƟࢍ �ƟƁʉʞɫƟ ࢎ߾

ࡦ £ȴ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ȅȣȴʿȣ
ࡦ īƟࢪȋȋ ɻƟƟ ƟˇŒƁʉ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ࢙ʉǩȝƟ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ



#ϘϺϫ̺ `ΧϘ̤̺ ðΧΉϺϫͮΧΗ

� ȣŒǩʻƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǽʞɻʉ ƁǞƟƁȅɻ Œȋȋ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ∼ Ƞ!
ƁˈƁȋƟɻࡱ

īƟࢪȋȋ ɻƟƟ
ࡦ ċɻƟ ƌˈȣŒȝǩƁ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ ʉȴ ɻȴȋʻƟ üðß ǩȣ
®(Ƞ߿ · (Ƞ߿

ࡦ üǞƟ ɫʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟ ǩɻ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋࡪ ŷʞʉ ǩɻȝʞƁǞ
ŷƟʉʉƟɫ ʉǞŒȣ Ƞ!

o
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#ϘϺϫ̺ `ΧϘ̤̺ ðΧΉϺϫͮΧΗ

� ȣŒǩʻƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǽʞɻʉ ƁǞƟƁȅɻ Œȋȋ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ∼ Ƞ!
ƁˈƁȋƟɻࡱ
īƟࢪȋȋ ɻƟƟ
ࡦ ċɻƟ ƌˈȣŒȝǩƁ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ ʉȴ ɻȴȋʻƟ üðß ǩȣ
®(Ƞ߿ · (Ƞ߿

ࡦ üǞƟ ɫʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟ ǩɻ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋࡪ ŷʞʉ ǩɻȝʞƁǞ
ŷƟʉʉƟɫ ʉǞŒȣ Ƞ!

n 2h19am n Inn
e

n n
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#ϘϺϫ̺ `ΧϘ̤̺ ðΧΉϺϫͮΧΗ

� ȣŒǩʻƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǽʞɻʉ ƁǞƟƁȅɻ Œȋȋ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ∼ Ƞ!
ƁˈƁȋƟɻࡱ
īƟࢪȋȋ ɻƟƟ
ࡦ ċɻƟ ƌˈȣŒȝǩƁ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ ʉȴ ɻȴȋʻƟ üðß ǩȣ
®(Ƞ߿ · (Ƞ߿

ࡦ üǞƟ ɫʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟ ǩɻ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋࡪ ŷʞʉ ǩɻȝʞƁǞ
ŷƟʉʉƟɫ ʉǞŒȣ Ƞ!



5СΗ˺Γ̤ͮ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞

ࡦ 5ˈȣŒȝǩƁ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ ǩɻ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ
ɠȴʿƟɫǇʞȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ

ࡦ æȴʞǊǞ ǩƌƟŒࡩ ƟˇɠɫƟɻɻ Œ ɻȴȋʞʉǩȴȣ Ǉȴɫ
Œ ɠɫȴŷȋƟȝ ʉǞɫȴʞǊǞ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋƟɫ
ɻʞŷɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ ðȴȋʻƟ ɻʞŷɠɫȴŷȋƟȝɻ ȴȣƟ ŷˈ ȴȣƟࡱ ðʉȴɫƟ
ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻʞŷɠɫȴŷȋƟȝɻ ǩȣ Œ ʉŒŷȋƟ ʉȴ
Œʻȴǩƌ ɫƟƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ ŒǊŒǩȣ

1962

Was invented for Tsp
still remains
task known
for TSP



5СΗ˺Γ̤ͮ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞

ࡦ 5ˈȣŒȝǩƁ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ ǩɻ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ
ɠȴʿƟɫǇʞȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ

ࡦ æȴʞǊǞ ǩƌƟŒࡩ ƟˇɠɫƟɻɻ Œ ɻȴȋʞʉǩȴȣ Ǉȴɫ
Œ ɠɫȴŷȋƟȝ ʉǞɫȴʞǊǞ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋƟɫ
ɻʞŷɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ ðȴȋʻƟ ɻʞŷɠɫȴŷȋƟȝɻ ȴȣƟ ŷˈ ȴȣƟࡱ ðʉȴɫƟ
ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻʞŷɠɫȴŷȋƟȝɻ ǩȣ Œ ʉŒŷȋƟ ʉȴ
Œʻȴǩƌ ɫƟƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ ŒǊŒǩȣ



5СΗ˺Γ̤ͮ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞

ࡦ 5ˈȣŒȝǩƁ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ ǩɻ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ
ɠȴʿƟɫǇʞȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ

ࡦ æȴʞǊǞ ǩƌƟŒࡩ ƟˇɠɫƟɻɻ Œ ɻȴȋʞʉǩȴȣ Ǉȴɫ
Œ ɠɫȴŷȋƟȝ ʉǞɫȴʞǊǞ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋƟɫ
ɻʞŷɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ ðȴȋʻƟ ɻʞŷɠɫȴŷȋƟȝɻ ȴȣƟ ŷˈ ȴȣƟࡱ ðʉȴɫƟ
ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻʞŷɠɫȴŷȋƟȝɻ ǩȣ Œ ʉŒŷȋƟ ʉȴ
Œʻȴǩƌ ɫƟƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ ŒǊŒǩȣ

r
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ðϺ̜ϑϘΧ̜Ή̺Γϡ

ࡦ `ȴɫ Œ ɻʞŷɻƟʉ ȴǇ ʻƟɫʉǩƁƟɻ è ⊆ ,߾} . . . ,Ƞ}
ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ ߾ Œȣƌ Œ ʻƟɫʉƟˇ Ǧ ∈ èࡪ
ȋƟʉ *(è, Ǧ) ŷƟ ʉǞƟ ȋƟȣǊʉǞ ȴǇ ʉǞƟ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ɠŒʉǞ
ʉǞŒʉ ɻʉŒɫʉɻ Œʉ ࡪ߾ Ɵȣƌɻ Œʉ Ǧ Œȣƌ ʻǩɻǩʉɻ Œȋȋ
ʻƟɫʉǩƁƟɻ Ǉɫȴȝ è ƟˇŒƁʉȋˈ ȴȣƁƟ

ࡦ ,{߾})* (߾ = ߽ Œȣƌ *(è, (߾ = +∞ ʿǞƟȣ |è| > ߾

Start at 1
End at i

O

1 Tim



15

1

z

f on any set SEM
n

f on any vent ee i E sa n

S i length of shortest
that

1 Starts at 1

2 Ends at i

3 Visits every venter

from Sexactty once



0 30
9 23,21 1

o.de yCk133,3I
1OECE13,1

0CfE123,1
tCCl7433,1tL
El 433,31 1 7 8

191,333,21 10 7
179944343,4

min

1,433,3 13

CCH z 33,2 115



ðϺ̜ϑϘΧ̜Ή̺Γϡ

ࡦ `ȴɫ Œ ɻʞŷɻƟʉ ȴǇ ʻƟɫʉǩƁƟɻ è ⊆ ,߾} . . . ,Ƞ}
ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ ߾ Œȣƌ Œ ʻƟɫʉƟˇ Ǧ ∈ èࡪ
ȋƟʉ *(è, Ǧ) ŷƟ ʉǞƟ ȋƟȣǊʉǞ ȴǇ ʉǞƟ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ɠŒʉǞ
ʉǞŒʉ ɻʉŒɫʉɻ Œʉ ࡪ߾ Ɵȣƌɻ Œʉ Ǧ Œȣƌ ʻǩɻǩʉɻ Œȋȋ
ʻƟɫʉǩƁƟɻ Ǉɫȴȝ è ƟˇŒƁʉȋˈ ȴȣƁƟ

ࡦ ,{߾})* (߾ = ߽ Œȣƌ *(è, (߾ = +∞ ʿǞƟȣ |è| > ߾

O
O

CLS it



æ̺̤ϺϘϘ̺Η̤̺ æ̺Ή˺ϫͮΧΗ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ࢙ʉȴ࢙ȋŒɻʉ ʻƟɫʉƟˇ Ǻ ȴȣ ʉǞƟ
ɫƟɧʞǩɫƟƌ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ɠŒʉǞ Ǉɫȴȝ ߾ ʉȴ Ǧ ʻǩɻǩʉǩȣǊ
Œȋȋ ʻƟɫʉǩƁƟɻ Ǉɫȴȝ è

ࡦ üǞƟ ɻʞŷɠŒʉǞ Ǉɫȴȝ ߾ ʉȴ Ǻ ǩɻ ʉǞƟ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ȴȣƟ
ʻǩɻǩʉǩȣǊ Œȋȋ ʻƟɫʉǩƁƟɻ Ǉɫȴȝ è−{Ǧ} ƟˇŒƁʉȋˈ ȴȣƁƟ

ࡦ oƟȣƁƟ
*(è, Ǧ) = min{*(è− {Ǧ}, Ǻ) + ƊǺǦ}ࡪ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ
ȝǩȣǩȝʞȝ ǩɻ ȴʻƟɫ Œȋȋ Ǻ ∈ è ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǻ ̸= Ǧ

CCS Min Usui 1

s JES dji
Tide

I
Ski

subpath of shortest path is shortest



æ̺̤ϺϘϘ̺Η̤̺ æ̺Ή˺ϫͮΧΗ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ࢙ʉȴ࢙ȋŒɻʉ ʻƟɫʉƟˇ Ǻ ȴȣ ʉǞƟ
ɫƟɧʞǩɫƟƌ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ɠŒʉǞ Ǉɫȴȝ ߾ ʉȴ Ǧ ʻǩɻǩʉǩȣǊ
Œȋȋ ʻƟɫʉǩƁƟɻ Ǉɫȴȝ è

ࡦ üǞƟ ɻʞŷɠŒʉǞ Ǉɫȴȝ ߾ ʉȴ Ǻ ǩɻ ʉǞƟ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ȴȣƟ
ʻǩɻǩʉǩȣǊ Œȋȋ ʻƟɫʉǩƁƟɻ Ǉɫȴȝ è−{Ǧ} ƟˇŒƁʉȋˈ ȴȣƁƟ

ࡦ oƟȣƁƟ
*(è, Ǧ) = min{*(è− {Ǧ}, Ǻ) + ƊǺǦ}ࡪ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ
ȝǩȣǩȝʞȝ ǩɻ ȴʻƟɫ Œȋȋ Ǻ ∈ è ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǻ ̸= Ǧ



æ̺̤ϺϘϘ̺Η̤̺ æ̺Ή˺ϫͮΧΗ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ࢙ʉȴ࢙ȋŒɻʉ ʻƟɫʉƟˇ Ǻ ȴȣ ʉǞƟ
ɫƟɧʞǩɫƟƌ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ɠŒʉǞ Ǉɫȴȝ ߾ ʉȴ Ǧ ʻǩɻǩʉǩȣǊ
Œȋȋ ʻƟɫʉǩƁƟɻ Ǉɫȴȝ è

ࡦ üǞƟ ɻʞŷɠŒʉǞ Ǉɫȴȝ ߾ ʉȴ Ǻ ǩɻ ʉǞƟ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ȴȣƟ
ʻǩɻǩʉǩȣǊ Œȋȋ ʻƟɫʉǩƁƟɻ Ǉɫȴȝ è−{Ǧ} ƟˇŒƁʉȋˈ ȴȣƁƟ

ࡦ oƟȣƁƟ
*(è, Ǧ) = min{*(è− {Ǧ}, Ǻ) + ƊǺǦ}ࡪ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ
ȝǩȣǩȝʞȝ ǩɻ ȴʻƟɫ Œȋȋ Ǻ ∈ è ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǻ ̸= Ǧ



´Ϙ̭̺Ϙ Χ͘ ðϺ̜ϑϘΧ̜Ή̺Γϡ

ࡦ £ƟƟƌ ʉȴ ɠɫȴƁƟɻɻ Œȋȋ ɻʞŷɻƟʉɻ è ⊆ ,߾} . . . ,Ƞ}
ǩȣ Œȣ ȴɫƌƟɫ ʉǞŒʉ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟɻ ʉǞŒʉ ʿǞƟȣ
ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ʻŒȋʞƟ ȴǇ *(è, Ǧ)ࡪ ʉǞƟ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ
*(è− {Ǧ}, Ǻ) ǞŒʻƟ ŒȋɫƟŒƌˈ ŷƟƟȣ ƁȴȝɠʞʉƟƌ

ࡦ `ȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ ʿƟ ƁŒȣ ɠɫȴƁƟɻɻ ɻʞŷɻƟʉɻ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ȴǇ ǩȣƁɫƟŒɻǩȣǊ ɻǩ˔Ɵ

CCS



´Ϙ̭̺Ϙ Χ͘ ðϺ̜ϑϘΧ̜Ή̺Γϡ

ࡦ £ƟƟƌ ʉȴ ɠɫȴƁƟɻɻ Œȋȋ ɻʞŷɻƟʉɻ è ⊆ ,߾} . . . ,Ƞ}
ǩȣ Œȣ ȴɫƌƟɫ ʉǞŒʉ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟɻ ʉǞŒʉ ʿǞƟȣ
ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ʻŒȋʞƟ ȴǇ *(è, Ǧ)ࡪ ʉǞƟ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ
*(è− {Ǧ}, Ǻ) ǞŒʻƟ ŒȋɫƟŒƌˈ ŷƟƟȣ ƁȴȝɠʞʉƟƌ

ࡦ `ȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ ʿƟ ƁŒȣ ɠɫȴƁƟɻɻ ɻʞŷɻƟʉɻ ǩȣ
ȴɫƌƟɫ ȴǇ ǩȣƁɫƟŒɻǩȣǊ ɻǩ˔Ɵ



�Ή͞ΧϘͮϫͩΓ

*(∗, ∗)← +∞

,{߾})* ←(߾ ߽

Ǉȴɫ ɵ Ǉɫȴȝ ߿ ʉȴ Ƞࡩ

Ǉȴɫ Œȋȋ ߾ ∈ è ⊆ ,߾} . . . ,Ƞ} ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ɵࡩ

Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ èࡪ Ǧ ̸= ࡩ߾

Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ èࡪ Ǻ ̸= Ǧ

*(è, Ǧ)← min{*(è, Ǧ), *(è− {Ǧ}, Ǻ) + ƊǺǦ}

ɫƟʉʞɫȣ minǦ{*({߾, . . . ,Ƞ}, Ǧ) + ƊǦ,߾}



�Ή͞ΧϘͮϫͩΓ

*(∗, ∗)← +∞

,{߾})* ←(߾ ߽

Ǉȴɫ ɵ Ǉɫȴȝ ߿ ʉȴ Ƞࡩ

Ǉȴɫ Œȋȋ ߾ ∈ è ⊆ ,߾} . . . ,Ƞ} ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ɵࡩ

Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ èࡪ Ǧ ̸= ࡩ߾

Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ èࡪ Ǻ ̸= Ǧ

*(è, Ǧ)← min{*(è, Ǧ), *(è− {Ǧ}, Ǻ) + ƊǺǦ}

ɫƟʉʞɫȣ minǦ{*({߾, . . . ,Ƞ}, Ǧ) + ƊǦ,߾}

size of S 5 151

CCS



�Ή͞ΧϘͮϫͩΓ

*(∗, ∗)← +∞

,{߾})* ←(߾ ߽

Ǉȴɫ ɵ Ǉɫȴȝ ߿ ʉȴ Ƞࡩ

Ǉȴɫ Œȋȋ ߾ ∈ è ⊆ ,߾} . . . ,Ƞ} ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ɵࡩ

Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ èࡪ Ǧ ̸= ࡩ߾

Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ èࡪ Ǻ ̸= Ǧ

*(è, Ǧ)← min{*(è, Ǧ), *(è− {Ǧ}, Ǻ) + ƊǺǦ}

ɫƟʉʞɫȣ minǦ{*({߾, . . . ,Ƞ}, Ǧ) + ƊǦ,߾}

mg
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�Ή͞ΧϘͮϫͩΓ

*(∗, ∗)← +∞

,{߾})* ←(߾ ߽

Ǉȴɫ ɵ Ǉɫȴȝ ߿ ʉȴ Ƞࡩ

Ǉȴɫ Œȋȋ ߾ ∈ è ⊆ ,߾} . . . ,Ƞ} ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ɵࡩ

Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ èࡪ Ǧ ̸= ࡩ߾

Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ èࡪ Ǻ ̸= Ǧ

*(è, Ǧ)← min{*(è, Ǧ), *(è− {Ǧ}, Ǻ) + ƊǺǦ}

ɫƟʉʞɫȣ minǦ{*({߾, . . . ,Ƞ}, Ǧ) + ƊǦ,߾}



ðŒʉǩɻ˨Œŷǩȋǩʉˈ ßɫȴŷȋƟȝ ࢎð�üࢍ



ð�ü

(ˀ߾ ∨ ˀ߿ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߾ ∨ ¬ˀ߿) ∧ (¬ˀ߾ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߿ ∨ ¬ˀࠀ)

(ˀ߾∨ˀ߿∨ˀࠀ)∧(ˀ߾∨¬ˀ߿)∧(¬ˀ߾∨ˀࠀ)∧(ˀ߿∨¬ˀࠀ)∧(¬ˀ߾∨¬ˀ߿∨¬ˀࠀ)



ð�ü

(ˀ߾ ∨ ˀ߿ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߾ ∨ ¬ˀ߿) ∧ (¬ˀ߾ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߿ ∨ ¬ˀࠀ)

(ˀ߾∨ˀ߿∨ˀࠀ)∧(ˀ߾∨¬ˀ߿)∧(¬ˀ߾∨ˀࠀ)∧(ˀ߿∨¬ˀࠀ)∧(¬ˀ߾∨¬ˀ߿∨¬ˀࠀ)



Ȃ࢙ð�ü

φ(ˀ߾, . . . , ˀȠ) =(ˀ߾ ∨ ¬ˀ߿ ∨ . . . ∨ ˀȂ) ∧
. . . ∧

(ˀ߿ ∨ ¬ˀࠀ ∨ . . . ∨ ˀࠅ)

φ ǩɻ ɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟ ǩǇ

∃ˀ ∈ {߽, Ƞ{߾ : φ(ˀ) = ߾ .

´ʉǞƟɫʿǩɻƟࡪ φ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟ

Ƞ #ȴȴȋƟŒȣ ʻŒɫɻࡪ Ț ƁȋŒʞɻƟɻ

Ȃ࢙ð�ü ǩɻ ð�ü ʿǞƟɫƟ ƁȋŒʞɻƟ ȋƟȣǊʉǞ ≤Ȃ



Ȃ࢙ð�ü

φ(ˀ߾, . . . , ˀȠ) =(ˀ߾ ∨ ¬ˀ߿ ∨ . . . ∨ ˀȂ) ∧
. . . ∧

(ˀ߿ ∨ ¬ˀࠀ ∨ . . . ∨ ˀࠅ)

φ ǩɻ ɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟ ǩǇ

∃ˀ ∈ {߽, Ƞ{߾ : φ(ˀ) = ߾ .

´ʉǞƟɫʿǩɻƟࡪ φ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟ

Ƞ #ȴȴȋƟŒȣ ʻŒɫɻࡪ Ț ƁȋŒʞɻƟɻ

Ȃ࢙ð�ü ǩɻ ð�ü ʿǞƟɫƟ ƁȋŒʞɻƟ ȋƟȣǊʉǞ ≤Ȃ



Ȃ࢙ð�ü

φ(ˀ߾, . . . , ˀȠ) =(ˀ߾ ∨ ¬ˀ߿ ∨ . . . ∨ ˀȂ) ∧
. . . ∧

(ˀ߿ ∨ ¬ˀࠀ ∨ . . . ∨ ˀࠅ)

φ ǩɻ ɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟ ǩǇ

∃ˀ ∈ {߽, Ƞ{߾ : φ(ˀ) = ߾ .

´ʉǞƟɫʿǩɻƟࡪ φ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟ

Ƞ #ȴȴȋƟŒȣ ʻŒɫɻࡪ Ț ƁȋŒʞɻƟɻ

Ȃ࢙ð�ü ǩɻ ð�ü ʿǞƟɫƟ ƁȋŒʞɻƟ ȋƟȣǊʉǞ ≤Ȃ



Ȃ࢙ð�ü

φ(ˀ߾, . . . , ˀȠ) =(ˀ߾ ∨ ¬ˀ߿ ∨ . . . ∨ ˀȂ) ∧
. . . ∧

(ˀ߿ ∨ ¬ˀࠀ ∨ . . . ∨ ˀࠅ)

φ ǩɻ ɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟ ǩǇ

∃ˀ ∈ {߽, Ƞ{߾ : φ(ˀ) = ߾ .

´ʉǞƟɫʿǩɻƟࡪ φ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟ

Ƞ #ȴȴȋƟŒȣ ʻŒɫɻࡪ Ț ƁȋŒʞɻƟɻ

Ȃ࢙ð�ü ǩɻ ð�ü ʿǞƟɫƟ ƁȋŒʞɻƟ ȋƟȣǊʉǞ ≤Ȃ



Ȃ࢙ð�üࡱ DР˺ΓϑΉ̺ϡ

(ˀ߾ ∨ ˀ߿ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߾ ∨ ¬ˀ߿) ∧ (¬ˀ߾ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߿ ∨ ¬ˀࠀ)

(ˀ߾) ∧ (¬ˀ߿) ∧ (ˀࠀ) ∧ (¬ˀ߾)



Ȃ࢙ð�üࡱ DР˺ΓϑΉ̺ϡ

(ˀ߾ ∨ ˀ߿ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߾ ∨ ¬ˀ߿) ∧ (¬ˀ߾ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߿ ∨ ¬ˀࠀ)

(ˀ߾) ∧ (¬ˀ߿) ∧ (ˀࠀ) ∧ (¬ˀ߾)



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ ð�ü

ß࢙߾ð�ü
ð�ü࢙߿

£ß࢙ࠀð�ü

ࡱࡱࡱ
Ȃ࢙ð�ü
ð�ü

ß࢙߾ð�ü
ð�ü࢙߿



+ΧΓϑΉ̺РͮϫС Χ͘ ð�ü

ß࢙߾ð�ü
ð�ü࢙߿

£ß࢙ࠀð�ü

ࡱࡱࡱ
Ȃ࢙ð�ü
ð�ü

ß࢙߾ð�ü
ð�ü࢙߿



#ʞʉ Ǟȴʿ ǞŒɫƌ ǩɻ ð�üࡲ



ð�ü ͮΗ Ƞ߿

ࡦ ®∗(·) ɻʞɠɠɫƟɻɻƟɻ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ǇŒƁʉȴɫɻ ǩȣ ʉǞƟ
ǩȣɠʞʉ ȋƟȣǊʉǞࡩ

߿Ț߽߾ȠȠ߿ = (Ƞ߿)∗®

ࡦ ð�ü ƁŒȣ ŷƟ ɻȴȋʻƟƌ ǩȣ ʉǩȝƟ (Ƞ߿)∗®

ࡦ īƟ ƌȴȣࢪʉ ȅȣȴʿ Ǟȴʿ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ð�ü ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ
ǇŒɻʉƟɫࡩ ǩȣ ʉǩȝƟ (Ƞࠆࠆࠆ.߾)∗®



ð�ü ͮΗ Ƞ߿

ࡦ ®∗(·) ɻʞɠɠɫƟɻɻƟɻ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ǇŒƁʉȴɫɻ ǩȣ ʉǞƟ
ǩȣɠʞʉ ȋƟȣǊʉǞࡩ

߿Ț߽߾ȠȠ߿ = (Ƞ߿)∗®

ࡦ ð�ü ƁŒȣ ŷƟ ɻȴȋʻƟƌ ǩȣ ʉǩȝƟ (Ƞ߿)∗®

ࡦ īƟ ƌȴȣࢪʉ ȅȣȴʿ Ǟȴʿ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ð�ü ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ
ǇŒɻʉƟɫࡩ ǩȣ ʉǩȝƟ (Ƞࠆࠆࠆ.߾)∗®



ð�ü ͮΗ Ƞ߿

ࡦ ®∗(·) ɻʞɠɠɫƟɻɻƟɻ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ǇŒƁʉȴɫɻ ǩȣ ʉǞƟ
ǩȣɠʞʉ ȋƟȣǊʉǞࡩ

߿Ț߽߾ȠȠ߿ = (Ƞ߿)∗®

ࡦ ð�ü ƁŒȣ ŷƟ ɻȴȋʻƟƌ ǩȣ ʉǩȝƟ (Ƞ߿)∗®

ࡦ īƟ ƌȴȣࢪʉ ȅȣȴʿ Ǟȴʿ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ð�ü ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ
ǇŒɻʉƟɫࡩ ǩȣ ʉǩȝƟ (Ƞࠆࠆࠆ.߾)∗®



ð�ü࢙ࠀ

ࡦ (ˀ߾ ∨ ˀ߿ ∨ ˀࠆ) ∧ . . . ∧ (ˀ߿ ∨ ¬ˀࠀ ∨ ˀࠅ)

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞɫƟƟ ɻʞŷ࢙ɠɫȴŷȋƟȝɻࡩ
ࡦ ˀ߾ = ߾
ࡦ ˀ߾ = ߽, ˀ߿ = ߾
ࡦ ˀ߾ = ߽, ˀ߿ = ߽, ˀࠆ = ߾

ࡦ üǞƟ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ǇȴɫȝʞȋŒ ǩɻ ð�ü ǩǇǇ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ǇȴɫȝʞȋŒɻ ǩɻ ð�ü



ð�ü࢙ࠀ

ࡦ (ˀ߾ ∨ ˀ߿ ∨ ˀࠆ) ∧ . . . ∧ (ˀ߿ ∨ ¬ˀࠀ ∨ ˀࠅ)

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞɫƟƟ ɻʞŷ࢙ɠɫȴŷȋƟȝɻࡩ
ࡦ ˀ߾ = ߾
ࡦ ˀ߾ = ߽, ˀ߿ = ߾
ࡦ ˀ߾ = ߽, ˀ߿ = ߽, ˀࠆ = ߾

ࡦ üǞƟ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ǇȴɫȝʞȋŒ ǩɻ ð�ü ǩǇǇ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ǇȴɫȝʞȋŒɻ ǩɻ ð�ü



ð�ü࢙ࠀ

ࡦ (ˀ߾ ∨ ˀ߿ ∨ ˀࠆ) ∧ . . . ∧ (ˀ߿ ∨ ¬ˀࠀ ∨ ˀࠅ)

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞɫƟƟ ɻʞŷ࢙ɠɫȴŷȋƟȝɻࡩ
ࡦ ˀ߾ = ߾
ࡦ ˀ߾ = ߽, ˀ߿ = ߾
ࡦ ˀ߾ = ߽, ˀ߿ = ߽, ˀࠆ = ߾

ࡦ üǞƟ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ǇȴɫȝʞȋŒ ǩɻ ð�ü ǩǇǇ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ǇȴɫȝʞȋŒɻ ǩɻ ð�ü



ð�ü࢙ࠀ

ࡦ (ˀ߾ ∨ ˀ߿ ∨ ˀࠆ) ∧ . . . ∧ (ˀ߿ ∨ ¬ˀࠀ ∨ ˀࠅ)

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞɫƟƟ ɻʞŷ࢙ɠɫȴŷȋƟȝɻࡩ
ࡦ ˀ߾ = ߾
ࡦ ˀ߾ = ߽, ˀ߿ = ߾
ࡦ ˀ߾ = ߽, ˀ߿ = ߽, ˀࠆ = ߾

ࡦ üǞƟ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ǇȴɫȝʞȋŒ ǩɻ ð�ü ǩǇǇ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ǇȴɫȝʞȋŒɻ ǩɻ ð�ü





ࡱð�ü࢙ࠀ �Η˺ΉСϡͮϡ
ࡦ ó(Ƞ) ≤ ó(Ƞ− (߾ + ó(Ƞ− (߿ + ó(Ƞ− (ࠀ

ࡦ ó(Ƞ) ≤ Ƞࠂࠅ.߾ :

ó(Ƞ) ≤ ó(Ƞ− (߾ + ó(Ƞ− (߿ + ó(Ƞ− (ࠀ
≤ ߾−Ƞࠂࠅ.߾ + ߿−Ƞࠂࠅ.߾ + ࠀ−Ƞࠂࠅ.߾

= )Ƞࠂࠅ.߾ ߾
ࠂࠅ.߾ +

߾
߿ࠂࠅ.߾ +

߾
ࠀࠂࠅ.߾ )

< (߾ࠆࠆ.߽)Ƞࠂࠅ.߾
< Ƞࠂࠅ.߾

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ƟʻƟȣ ǇŒɻʉƟɫ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ Ƞࠅ߽ࠀ.߾
ࢂࠆ߾o�ĿĿࢁ



ࡱð�ü࢙ࠀ �Η˺ΉСϡͮϡ
ࡦ ó(Ƞ) ≤ ó(Ƞ− (߾ + ó(Ƞ− (߿ + ó(Ƞ− (ࠀ
ࡦ ó(Ƞ) ≤ Ƞࠂࠅ.߾ :

ó(Ƞ) ≤ ó(Ƞ− (߾ + ó(Ƞ− (߿ + ó(Ƞ− (ࠀ
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