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�ͮΗ̺˺Ϙ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞

ࡦ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝɻࡩ ŒȝȴȣǊ Œȋȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ
ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ƁƟɫʉŒǩȣ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣɻʉ ˨ȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ȴȣƟ

ࡦ `ǩȣƌ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ƁˈƁȋƟ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ ʻƟɫʉǩƁƟɻ

ࡦ `ǩȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȴȋȴɫǩȣǊ

ࡦ `ǩȣƌ ȝŒˇǩȝʞȝ ʻƟɫʉƟˇ Ɓȴȋȴɫ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡩ ƁȋŒɻɻ ȴǇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʿǞƟɫƟ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ Œȣƌ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ



�ͮΗ̺˺Ϙ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞

ࡦ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝɻࡩ ŒȝȴȣǊ Œȋȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ
ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ƁƟɫʉŒǩȣ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣɻʉ ˨ȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ȴȣƟ

ࡦ `ǩȣƌ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ƁˈƁȋƟ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ ʻƟɫʉǩƁƟɻ

ࡦ `ǩȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȴȋȴɫǩȣǊ

ࡦ `ǩȣƌ ȝŒˇǩȝʞȝ ʻƟɫʉƟˇ Ɓȴȋȴɫ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡩ ƁȋŒɻɻ ȴǇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʿǞƟɫƟ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ Œȣƌ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ

TSP



�ͮΗ̺˺Ϙ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞

ࡦ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝɻࡩ ŒȝȴȣǊ Œȋȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ
ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ƁƟɫʉŒǩȣ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣɻʉ ˨ȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ȴȣƟ

ࡦ `ǩȣƌ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ƁˈƁȋƟ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ ʻƟɫʉǩƁƟɻ

ࡦ `ǩȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȴȋȴɫǩȣǊ

ࡦ `ǩȣƌ ȝŒˇǩȝʞȝ ʻƟɫʉƟˇ Ɓȴȋȴɫ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡩ ƁȋŒɻɻ ȴǇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʿǞƟɫƟ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ Œȣƌ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ



�ͮΗ̺˺Ϙ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞

ࡦ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝɻࡩ ŒȝȴȣǊ Œȋȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ
ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ƁƟɫʉŒǩȣ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣɻʉ ˨ȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ȴȣƟ

ࡦ `ǩȣƌ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ƁˈƁȋƟ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ ʻƟɫʉǩƁƟɻ

ࡦ `ǩȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȴȋȴɫǩȣǊ

ࡦ `ǩȣƌ ȝŒˇǩȝʞȝ ʻƟɫʉƟˇ Ɓȴȋȴɫ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡩ ƁȋŒɻɻ ȴǇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʿǞƟɫƟ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ Œȣƌ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ

M covers
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ࡦ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝɻࡩ ŒȝȴȣǊ Œȋȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ
ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ƁƟɫʉŒǩȣ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣɻʉ ˨ȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ȴȣƟ

ࡦ `ǩȣƌ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ƁˈƁȋƟ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ ʻƟɫʉǩƁƟɻ

ࡦ `ǩȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȴȋȴɫǩȣǊ

ࡦ `ǩȣƌ ȝŒˇǩȝʞȝ ʻƟɫʉƟˇ Ɓȴȋȴɫ

ࡦ �ǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡩ ƁȋŒɻɻ ȴǇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʿǞƟɫƟ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ Œȣƌ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ



�ʻȴǩƌǩȣǊ ðƁʞɫʻˈ



ࡦ ´ɫŒȣǊƟ Ɓȴɻʉɻ ࡪ߾ࢾ
ǊɫŒɠƟǇɫʞǩʉ Ɓȴɻʉɻ ࡶ߾ࢾ
ʿƟ ǞŒʻƟ ŷʞƌǊƟʉ ȴǇ ˈƌŒࡷ߿ࢾ

ࡦ ´ɫŒȣǊƟ ʿƟǩǊǞɻ ࡪǊȝ߽߽߾
ǊɫŒɠƟǇɫʞǩʉ ʿƟǩǊǞɻ ࡪǊȝ߽߽߿
ʿƟ ƁŒȣ ƁŒɫɫˈ Ǌȝ߽߽ࠀ

ࡦ ´ɫŒȣǊƟ ǞŒɻ Ǌȝ߽߽߾ ȴǇ ʻǩʉŒȝǩȣ ࡪ+
ǊɫŒɠƟǇɫʞǩʉ ǞŒɻ Ǌȝ߽ࠂ߾ ȴǇ ʻǩʉŒȝǩȣ ࡪ+
ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵ ƌŒǩȋˈ ʻǩʉŒȝǩȣ + ǩȣʉŒȅƟࡱ



ࡦ ´ɫŒȣǊƟ Ɓȴɻʉɻ ࡪ߾ࢾ
ǊɫŒɠƟǇɫʞǩʉ Ɓȴɻʉɻ ࡶ߾ࢾ
ʿƟ ǞŒʻƟ ŷʞƌǊƟʉ ȴǇ ˈƌŒࡷ߿ࢾ

ࡦ ´ɫŒȣǊƟ ʿƟǩǊǞɻ ࡪǊȝ߽߽߾
ǊɫŒɠƟǇɫʞǩʉ ʿƟǩǊǞɻ ࡪǊȝ߽߽߿
ʿƟ ƁŒȣ ƁŒɫɫˈ Ǌȝ߽߽ࠀ

ࡦ ´ɫŒȣǊƟ ǞŒɻ Ǌȝ߽߽߾ ȴǇ ʻǩʉŒȝǩȣ ࡪ+
ǊɫŒɠƟǇɫʞǩʉ ǞŒɻ Ǌȝ߽ࠂ߾ ȴǇ ʻǩʉŒȝǩȣ ࡪ+
ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵ ƌŒǩȋˈ ʻǩʉŒȝǩȣ + ǩȣʉŒȅƟࡱ



ࡦ ´ɫŒȣǊƟ Ɓȴɻʉɻ ࡪ߾ࢾ
ǊɫŒɠƟǇɫʞǩʉ Ɓȴɻʉɻ ࡶ߾ࢾ
ʿƟ ǞŒʻƟ ŷʞƌǊƟʉ ȴǇ ˈƌŒࡷ߿ࢾ

ࡦ ´ɫŒȣǊƟ ʿƟǩǊǞɻ ࡪǊȝ߽߽߾
ǊɫŒɠƟǇɫʞǩʉ ʿƟǩǊǞɻ ࡪǊȝ߽߽߿
ʿƟ ƁŒȣ ƁŒɫɫˈ Ǌȝ߽߽ࠀ

ࡦ ´ɫŒȣǊƟ ǞŒɻ Ǌȝ߽߽߾ ȴǇ ʻǩʉŒȝǩȣ ࡪ+
ǊɫŒɠƟǇɫʞǩʉ ǞŒɻ Ǌȝ߽ࠂ߾ ȴǇ ʻǩʉŒȝǩȣ ࡪ+
ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵ ƌŒǩȋˈ ʻǩʉŒȝǩȣ + ǩȣʉŒȅƟࡱ
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ßɫȴ˨ʉ �Œˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ



ßϘΧͮ͘ϫ �˺РͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

ࡦ īƟ ǞŒʻƟ ࠃ ȝŒƁǞǩȣƟɻ Œȣƌ ߽߿ ʿȴɫȅƟɫɻ

ࡦ � ȝŒƁǞǩȣƟ ʉŒȅƟɻ ʉʿȴ ʿȴɫȅƟɫɻ ʉȴ ȴɠƟɫŒʉƟ

ࡦ DŒƁǞ ȝŒƁǞǩȣƟ ɠɫȴƌʞƁƟɻ ߽߿ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫࡪ
ƟŒƁǞ ʿȴɫȅƟɫ ɠɫȴƌʞƁƟɻ ࠂ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫ

ࡦ īƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɠɫȴƌʞƁƟ Œʉ ȝȴɻʉ ߽߽߾
ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫ

ࡦ DŒƁǞ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟ Ɓȴɻʉɻ ࡪ߽߾ࢾ ƟŒƁǞ ʿȴɫȅƟɫ ǊƟʉɻ ߽ࠁࢾ
ɠƟɫ Ǟȴʞɫ



ßϘΧͮ͘ϫ �˺РͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

ࡦ īƟ ǞŒʻƟ ࠃ ȝŒƁǞǩȣƟɻ Œȣƌ ߽߿ ʿȴɫȅƟɫɻ

ࡦ � ȝŒƁǞǩȣƟ ʉŒȅƟɻ ʉʿȴ ʿȴɫȅƟɫɻ ʉȴ ȴɠƟɫŒʉƟ

ࡦ DŒƁǞ ȝŒƁǞǩȣƟ ɠɫȴƌʞƁƟɻ ߽߿ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫࡪ
ƟŒƁǞ ʿȴɫȅƟɫ ɠɫȴƌʞƁƟɻ ࠂ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫ

ࡦ īƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɠɫȴƌʞƁƟ Œʉ ȝȴɻʉ ߽߽߾
ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫ

ࡦ DŒƁǞ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟ Ɓȴɻʉɻ ࡪ߽߾ࢾ ƟŒƁǞ ʿȴɫȅƟɫ ǊƟʉɻ ߽ࠁࢾ
ɠƟɫ Ǟȴʞɫ



ßϘΧͮ͘ϫ �˺РͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

ࡦ īƟ ǞŒʻƟ ࠃ ȝŒƁǞǩȣƟɻ Œȣƌ ߽߿ ʿȴɫȅƟɫɻ

ࡦ � ȝŒƁǞǩȣƟ ʉŒȅƟɻ ʉʿȴ ʿȴɫȅƟɫɻ ʉȴ ȴɠƟɫŒʉƟ

ࡦ DŒƁǞ ȝŒƁǞǩȣƟ ɠɫȴƌʞƁƟɻ ߽߿ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫࡪ
ƟŒƁǞ ʿȴɫȅƟɫ ɠɫȴƌʞƁƟɻ ࠂ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫ

ࡦ īƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɠɫȴƌʞƁƟ Œʉ ȝȴɻʉ ߽߽߾
ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫ

ࡦ DŒƁǞ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟ Ɓȴɻʉɻ ࡪ߽߾ࢾ ƟŒƁǞ ʿȴɫȅƟɫ ǊƟʉɻ ߽ࠁࢾ
ɠƟɫ Ǟȴʞɫ
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ࡦ īƟ ǞŒʻƟ ࠃ ȝŒƁǞǩȣƟɻ Œȣƌ ߽߿ ʿȴɫȅƟɫɻ

ࡦ � ȝŒƁǞǩȣƟ ʉŒȅƟɻ ʉʿȴ ʿȴɫȅƟɫɻ ʉȴ ȴɠƟɫŒʉƟ

ࡦ DŒƁǞ ȝŒƁǞǩȣƟ ɠɫȴƌʞƁƟɻ ߽߿ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫࡪ
ƟŒƁǞ ʿȴɫȅƟɫ ɠɫȴƌʞƁƟɻ ࠂ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫ

ࡦ īƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɠɫȴƌʞƁƟ Œʉ ȝȴɻʉ ߽߽߾
ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫ

ࡦ DŒƁǞ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟ Ɓȴɻʉɻ ࡪ߽߾ࢾ ƟŒƁǞ ʿȴɫȅƟɫ ǊƟʉɻ ߽ࠁࢾ
ɠƟɫ Ǟȴʞɫ
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ࡦ īƟ ǞŒʻƟ ࠃ ȝŒƁǞǩȣƟɻ Œȣƌ ߽߿ ʿȴɫȅƟɫɻ

ࡦ � ȝŒƁǞǩȣƟ ʉŒȅƟɻ ʉʿȴ ʿȴɫȅƟɫɻ ʉȴ ȴɠƟɫŒʉƟ

ࡦ DŒƁǞ ȝŒƁǞǩȣƟ ɠɫȴƌʞƁƟɻ ߽߿ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫࡪ
ƟŒƁǞ ʿȴɫȅƟɫ ɠɫȴƌʞƁƟɻ ࠂ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫ

ࡦ īƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɠɫȴƌʞƁƟ Œʉ ȝȴɻʉ ߽߽߾
ƁǞȴƁȴȋŒʉƟɻࡷǞȴʞɫ

ࡦ DŒƁǞ ƁǞȴƁȴȋŒʉƟ Ɓȴɻʉɻ ࡪ߽߾ࢾ ƟŒƁǞ ʿȴɫȅƟɫ ǊƟʉɻ ߽ࠁࢾ
ɠƟɫ Ǟȴʞɫ
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�ǩȣƟŒɫ +ȋŒɻɻǩ˨Ɵɫ
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ࡦ cǩʻƟȣ Ƞ߾ ɻɠŒȝ ƟȝŒǩȋɻࡪ Œȣƌ Ƞ߿ ǞŒȝ ƟȝŒǩȋɻ Œɻ
ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ RƊ

ࡦ `ǩȣƌ Œ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǜ(Œ߾, . . . , ŒƊ) ɻࡱʉࡱ
ࡦ Ǜ(Œ߾, . . . , ŒƊ) < ߽ Ǉȴɫ Œȋȋ ɻɠŒȝ ƟȝŒǩȋɻ
ࡦ Ǜ(Œ߾, . . . , ŒƊ) > ߽ Ǉȴɫ Œȋȋ ǞŒȝ ƟȝŒǩȋɻ

spam

each email point in pH non spam

a by c o a e
canasta

i

eq of aline p f f e

E e

3 3.51 7 0 0

attby1cg of aetbytczor
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spam

9 2 1242 tf or n.k.it
as steer

I

CxcYz

max of

emails in Rd where

D 104



�ͮΗ̺˺Ϙ +Ή˺ϡϡ̺ͮͮ͘Ϙ

ࡦ cǩʻƟȣ Ƞ߾ ɻɠŒȝ ƟȝŒǩȋɻࡪ Œȣƌ Ƞ߿ ǞŒȝ ƟȝŒǩȋɻ Œɻ
ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ RƊ

ࡦ `ǩȣƌ Œ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǜ(Œ߾, . . . , ŒƊ) ɻࡱʉࡱ

ࡦ Ǜ(Œ߾, . . . , ŒƊ) < ߽ Ǉȴɫ Œȋȋ ɻɠŒȝ ƟȝŒǩȋɻ
ࡦ Ǜ(Œ߾, . . . , ŒƊ) > ߽ Ǉȴɫ Œȋȋ ǞŒȝ ƟȝŒǩȋɻ



�ͮΗ̺˺Ϙ +Ή˺ϡϡ̺ͮͮ͘Ϙ

ࡦ cǩʻƟȣ Ƞ߾ ɻɠŒȝ ƟȝŒǩȋɻࡪ Œȣƌ Ƞ߿ ǞŒȝ ƟȝŒǩȋɻ Œɻ
ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ RƊ

ࡦ `ǩȣƌ Œ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǜ(Œ߾, . . . , ŒƊ) ɻࡱʉࡱ
ࡦ Ǜ(Œ߾, . . . , ŒƊ) < ߽ Ǉȴɫ Œȋȋ ɻɠŒȝ ƟȝŒǩȋɻ
ࡦ Ǜ(Œ߾, . . . , ŒƊ) > ߽ Ǉȴɫ Œȋȋ ǞŒȝ ƟȝŒǩȋɻ



�ǩȣƟŒɫ ßɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ



�ͮΗ̺˺Ϙ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞
ࡦ `ǩȣƌ ɫƟŒȋ ȣʞȝŷƟɫɻ ˀ߾, . . . , ˀȠ ʉǞŒʉ ɻŒʉǩɻǇˈ ȋǩȣƟŒɫ
ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ

Œ߾߾ˀ߾ + Œ߿߾ˀ߿ + . . .+ Œ߾ȠˀȠ ≥ Ŷ߾
Œ߾߿ˀ߾ + Œ߿߿ˀ߿ + . . .+ Œ߿ȠˀȠ ≥ Ŷ߿

. . .

ŒȚ߾ˀ߾ + ŒȚ߿ˀ߿ + . . .+ ŒȚȠˀȠ ≥ ŶȚ

ࡦ ðȴ ʉǞŒʉ ȋǩȣƟŒɫ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǩɻ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵƌ

ƀ߾ˀ߾ + ƀ߿ˀ߿ + . . .+ ƀȠˀȠ

h variableS X Xn

Tx 13 2 7 771



�ͮΗ̺˺Ϙ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞
ࡦ `ǩȣƌ ɫƟŒȋ ȣʞȝŷƟɫɻ ˀ߾, . . . , ˀȠ ʉǞŒʉ ɻŒʉǩɻǇˈ ȋǩȣƟŒɫ
ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ

Œ߾߾ˀ߾ + Œ߿߾ˀ߿ + . . .+ Œ߾ȠˀȠ ≥ Ŷ߾
Œ߾߿ˀ߾ + Œ߿߿ˀ߿ + . . .+ Œ߿ȠˀȠ ≥ Ŷ߿

. . .

ŒȚ߾ˀ߾ + ŒȚ߿ˀ߿ + . . .+ ŒȚȠˀȠ ≥ ŶȚ

ࡦ ðȴ ʉǞŒʉ ȋǩȣƟŒɫ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǩɻ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵƌ

ƀ߾ˀ߾ + ƀ߿ˀ߿ + . . .+ ƀȠˀȠ X t 7 2 10



DϖϺͮЖ˺Ή̺Ηϫ `ΧϘΓϺΉ˺ϫͮΧΗϡ
ࡦ üʞɫȣ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝ ǩȣʉȴ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ɠɫȴŷȋƟȝࡩ

min ƀ߾ˀ߾ + ƀ߿ˀ߿ + . . .− ƀȠˀȠ
max −ƀ߾ˀ߾ − ƀ߿ˀ߿ − . . .− ƀȠˀȠ

ࡦ üʞɫȣ ≤ ǩȣʉȴ ࡩ≤

Œ߾߾ˀ߾ + Œ߿߾ˀ߿ + . . .+ Œ߾ȠˀȠ ≤ Ŷ߾
−Œ߾߾ˀ߾ − Œ߿߾ˀ߿ − . . .− Œ߾ȠˀȠ ≥ −Ŷ߾

replace



DϖϺͮЖ˺Ή̺Ηϫ `ΧϘΓϺΉ˺ϫͮΧΗϡ
ࡦ üʞɫȣ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝ ǩȣʉȴ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ɠɫȴŷȋƟȝࡩ

min ƀ߾ˀ߾ + ƀ߿ˀ߿ + . . .− ƀȠˀȠ
max −ƀ߾ˀ߾ − ƀ߿ˀ߿ − . . .− ƀȠˀȠ

ࡦ üʞɫȣ ≤ ǩȣʉȴ ࡩ≤

Œ߾߾ˀ߾ + Œ߿߾ˀ߿ + . . .+ Œ߾ȠˀȠ ≤ Ŷ߾
−Œ߾߾ˀ߾ − Œ߿߾ˀ߿ − . . .− Œ߾ȠˀȠ ≥ −Ŷ߾

pepla



DϖϺͮЖ˺Ή̺Ηϫ `ΧϘΓϺΉ˺ϫͮΧΗϡ

ࡦ üʞɫȣ = ǩȣʉȴ ࡩ≤

Œ߾߾ˀ߾ + Œ߿߾ˀ߿ + . . .+ Œ߾ȠˀȠ = Ŷ߾
Œ߾߾ˀ߾ + Œ߿߾ˀ߿ + . . .+ Œ߾ȠˀȠ ≥ Ŷ߾

−Œ߾߾ˀ߾ − Œ߿߾ˀ߿ − . . .− Œ߾ȠˀȠ ≥ −Ŷ߾

replace

GE
More Flow another example of LP



�˺ϫϘͮР `ΧϘΓϺΉ˺ϫͮΧΗ
xȣɠʞʉ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȚ×Ƞࡪ Œȣƌ
ʻƟƁʉȴɫɻ Ŷ ∈ R� Œȣƌ ƀ ∈ RȠm



�˺ϫϘͮР `ΧϘΓϺΉ˺ϫͮΧΗ
xȣɠʞʉ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȚ×Ƞࡪ Œȣƌ
ʻƟƁʉȴɫɻ Ŷ ∈ R� Œȣƌ ƀ ∈ RȠ

�ˀ =

⎡

⎢⎢⎢⎣

Œ߾߾ . . . Œ߾Ƞ
. . .

ࡱࡱࡱ . . .

. . .
ࡱࡱࡱ . . .

ŒȚ߾ . . . ŒȚȠ

⎤

⎥⎥⎥⎦

⎡

⎢⎣
ˀ߾
ࡱࡱࡱ
ˀȠ

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎢⎢⎣

Œ߾߾ˀ߾ . . . Œ߾ȠˀȠ
. . .

ࡱࡱࡱ . . .

. . .
ࡱࡱࡱ . . .

ŒȚ߾ˀ߾ . . . ŒȚȠˀȠ

⎤

⎥⎥⎥⎦
≥

⎡

⎢⎢⎢⎣

Ŷ߾
ࡱࡱࡱ
ࡱࡱࡱ
ŶȚ

⎤

⎥⎥⎥⎦

er
t

t t



�˺ϫϘͮР `ΧϘΓϺΉ˺ϫͮΧΗ
xȣɠʞʉ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȚ×Ƞࡪ Œȣƌ
ʻƟƁʉȴɫɻ Ŷ ∈ R� Œȣƌ ƀ ∈ RȠ

�ˀ =

⎡

⎢⎢⎢⎣

Œ߾߾ . . . Œ߾Ƞ
. . .

ࡱࡱࡱ . . .

. . .
ࡱࡱࡱ . . .

ŒȚ߾ . . . ŒȚȠ

⎤

⎥⎥⎥⎦

⎡

⎢⎣
ˀ߾
ࡱࡱࡱ
ˀȠ

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎢⎢⎣

Œ߾߾ˀ߾ . . . Œ߾ȠˀȠ
. . .

ࡱࡱࡱ . . .

. . .
ࡱࡱࡱ . . .

ŒȚ߾ˀ߾ . . . ŒȚȠˀȠ

⎤

⎥⎥⎥⎦
≥

⎡

⎢⎢⎢⎣

Ŷ߾
ࡱࡱࡱ
ࡱࡱࡱ
ŶȚ

⎤

⎥⎥⎥⎦

�ˀ ≥ Ŷ

XER



�˺ϫϘͮР `ΧϘΓϺΉ˺ϫͮΧΗ
xȣɠʞʉ ǩɻ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȚ×Ƞࡪ Œȣƌ
ʻƟƁʉȴɫɻ Ŷ ∈ R� Œȣƌ ƀ ∈ RȠ

�ˀ =

⎡

⎢⎢⎢⎣

Œ߾߾ . . . Œ߾Ƞ
. . .

ࡱࡱࡱ . . .

. . .
ࡱࡱࡱ . . .

ŒȚ߾ . . . ŒȚȠ

⎤

⎥⎥⎥⎦

⎡

⎢⎣
ˀ߾
ࡱࡱࡱ
ˀȠ

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎢⎢⎣

Œ߾߾ˀ߾ . . . Œ߾ȠˀȠ
. . .

ࡱࡱࡱ . . .

. . .
ࡱࡱࡱ . . .

ŒȚ߾ˀ߾ . . . ŒȚȠˀȠ

⎤

⎥⎥⎥⎦
≥

⎡

⎢⎢⎢⎣

Ŷ߾
ࡱࡱࡱ
ࡱࡱࡱ
ŶȚ

⎤

⎥⎥⎥⎦

�ˀ ≥ Ŷ

ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵ ƀˀ =
[
ƀ߾ . . . ƀȠ

]
⎡

⎢⎣
ˀ߾
ࡱࡱࡱ
ˀȠ

⎤

⎥⎦ = ƀ߾ˀ߾ + . . . ƀȠˀȠ

Cil

ii t_



oͮϡϫΧϘС Χ͘ �ͮΗ̺˺Ϙ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞
ࡦ �ŒȣʉȴɫȴʻǩƁǞࡪ ࡪࠆࠀࠆ߾ ɻʉŒɫʉƟƌ ɻʉʞƌˈǩȣǊ �ǩȣƟŒɫ
ßɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ

ࡦ 5Œȣʉ˔ǩǊࡪ ࡪࠄࠁࠆ߾ ƌƟʻƟȋȴɠƟƌ ðǩȝɠȋƟˇ �ƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ
ċð �ǩɫ ǇȴɫƁƟ ɠȋŒȣȣǩȣǊ ɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ �ȴȴɠȝŒȣɻࡪ ࡪࠄࠁࠆ߾ ɻǞȴʿƟƌ Ǟȴʿ ʉȴ ʞɻƟ �ß Ǉȴɫ
ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ƟƁȴȣȴȝǩƁ ʉǞƟȴɫǩƟɻ

ࡦ �ŒȣʉȴɫȴʻǩƁǞ Œȣƌ �ȴȴɠȝŒȣɻ ʿȴȣ £ȴŷƟȋ ßɫǩ˔Ɵ ǩȣ
DƁȴȣȴȝǩƁɻ ǩȣ ߾ࠄࠆ߾

ࡦ 5Œȣʉ˔ǩǊࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ ȣƟ´ࢧ ȴǇ ʉȴɠ ߽߾
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ȴǇ ʉǞƟ ʉǞ߽߿ ƁƟȣʉʞɫˈࢨ



oͮϡϫΧϘС Χ͘ �ͮΗ̺˺Ϙ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞
ࡦ �ŒȣʉȴɫȴʻǩƁǞࡪ ࡪࠆࠀࠆ߾ ɻʉŒɫʉƟƌ ɻʉʞƌˈǩȣǊ �ǩȣƟŒɫ
ßɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ

ࡦ 5Œȣʉ˔ǩǊࡪ ࡪࠄࠁࠆ߾ ƌƟʻƟȋȴɠƟƌ ðǩȝɠȋƟˇ �ƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ
ċð �ǩɫ ǇȴɫƁƟ ɠȋŒȣȣǩȣǊ ɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ �ȴȴɠȝŒȣɻࡪ ࡪࠄࠁࠆ߾ ɻǞȴʿƟƌ Ǟȴʿ ʉȴ ʞɻƟ �ß Ǉȴɫ
ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ƟƁȴȣȴȝǩƁ ʉǞƟȴɫǩƟɻ

ࡦ �ŒȣʉȴɫȴʻǩƁǞ Œȣƌ �ȴȴɠȝŒȣɻ ʿȴȣ £ȴŷƟȋ ßɫǩ˔Ɵ ǩȣ
DƁȴȣȴȝǩƁɻ ǩȣ ߾ࠄࠆ߾

ࡦ 5Œȣʉ˔ǩǊࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ ȣƟ´ࢧ ȴǇ ʉȴɠ ߽߾
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ȴǇ ʉǞƟ ʉǞ߽߿ ƁƟȣʉʞɫˈࢨ



oͮϡϫΧϘС Χ͘ �ͮΗ̺˺Ϙ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞
ࡦ �ŒȣʉȴɫȴʻǩƁǞࡪ ࡪࠆࠀࠆ߾ ɻʉŒɫʉƟƌ ɻʉʞƌˈǩȣǊ �ǩȣƟŒɫ
ßɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ

ࡦ 5Œȣʉ˔ǩǊࡪ ࡪࠄࠁࠆ߾ ƌƟʻƟȋȴɠƟƌ ðǩȝɠȋƟˇ �ƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ
ċð �ǩɫ ǇȴɫƁƟ ɠȋŒȣȣǩȣǊ ɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ �ȴȴɠȝŒȣɻࡪ ࡪࠄࠁࠆ߾ ɻǞȴʿƟƌ Ǟȴʿ ʉȴ ʞɻƟ �ß Ǉȴɫ
ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ƟƁȴȣȴȝǩƁ ʉǞƟȴɫǩƟɻ

ࡦ �ŒȣʉȴɫȴʻǩƁǞ Œȣƌ �ȴȴɠȝŒȣɻ ʿȴȣ £ȴŷƟȋ ßɫǩ˔Ɵ ǩȣ
DƁȴȣȴȝǩƁɻ ǩȣ ߾ࠄࠆ߾

ࡦ 5Œȣʉ˔ǩǊࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ ȣƟ´ࢧ ȴǇ ʉȴɠ ߽߾
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ȴǇ ʉǞƟ ʉǞ߽߿ ƁƟȣʉʞɫˈࢨ



oͮϡϫΧϘС Χ͘ �ͮΗ̺˺Ϙ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞
ࡦ �ŒȣʉȴɫȴʻǩƁǞࡪ ࡪࠆࠀࠆ߾ ɻʉŒɫʉƟƌ ɻʉʞƌˈǩȣǊ �ǩȣƟŒɫ
ßɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ

ࡦ 5Œȣʉ˔ǩǊࡪ ࡪࠄࠁࠆ߾ ƌƟʻƟȋȴɠƟƌ ðǩȝɠȋƟˇ �ƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ
ċð �ǩɫ ǇȴɫƁƟ ɠȋŒȣȣǩȣǊ ɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ �ȴȴɠȝŒȣɻࡪ ࡪࠄࠁࠆ߾ ɻǞȴʿƟƌ Ǟȴʿ ʉȴ ʞɻƟ �ß Ǉȴɫ
ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ƟƁȴȣȴȝǩƁ ʉǞƟȴɫǩƟɻ

ࡦ �ŒȣʉȴɫȴʻǩƁǞ Œȣƌ �ȴȴɠȝŒȣɻ ʿȴȣ £ȴŷƟȋ ßɫǩ˔Ɵ ǩȣ
DƁȴȣȴȝǩƁɻ ǩȣ ߾ࠄࠆ߾

ࡦ 5Œȣʉ˔ǩǊࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ ȣƟ´ࢧ ȴǇ ʉȴɠ ߽߾
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ȴǇ ʉǞƟ ʉǞ߽߿ ƁƟȣʉʞɫˈࢨ



oͮϡϫΧϘС Χ͘ �ͮΗ̺˺Ϙ ßϘΧ͞Ϙ˺ΓΓͮΗ͞
ࡦ �ŒȣʉȴɫȴʻǩƁǞࡪ ࡪࠆࠀࠆ߾ ɻʉŒɫʉƟƌ ɻʉʞƌˈǩȣǊ �ǩȣƟŒɫ
ßɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ

ࡦ 5Œȣʉ˔ǩǊࡪ ࡪࠄࠁࠆ߾ ƌƟʻƟȋȴɠƟƌ ðǩȝɠȋƟˇ �ƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ
ċð �ǩɫ ǇȴɫƁƟ ɠȋŒȣȣǩȣǊ ɠɫȴŷȋƟȝɻ

ࡦ �ȴȴɠȝŒȣɻࡪ ࡪࠄࠁࠆ߾ ɻǞȴʿƟƌ Ǟȴʿ ʉȴ ʞɻƟ �ß Ǉȴɫ
ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ƟƁȴȣȴȝǩƁ ʉǞƟȴɫǩƟɻ

ࡦ �ŒȣʉȴɫȴʻǩƁǞ Œȣƌ �ȴȴɠȝŒȣɻ ʿȴȣ £ȴŷƟȋ ßɫǩ˔Ɵ ǩȣ
DƁȴȣȴȝǩƁɻ ǩȣ ߾ࠄࠆ߾

ࡦ 5Œȣʉ˔ǩǊࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ ȣƟ´ࢧ ȴǇ ʉȴɠ ߽߾
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ȴǇ ʉǞƟ ʉǞ߽߿ ƁƟȣʉʞɫˈࢨ



ðͮΓϑΉ̺Р �̺ϫͩΧ̭

üǞƟȴɫƟȝ
� ȈǦȠƝŒɥ ǅʗȠƀʂǦȰȠ ʂŒȂƝɵ Ǧʂɵ ȚŒˀǦȚʗȚ ŒȠƊ
ȚǦȠǦȚʗȚ ʴŒȈʗƝɵ ȰȠ ʴƝɥʂǦƀƝɵ

ࡦ ðʉŒɫʉ Œʉ Œȣˈ ʻƟɫʉƟˇ
ࡦ īǞǩȋƟ ʉǞƟɫƟ ǩɻ Œȣ ŒƌǽŒƁƟȣʉ ʻƟɫʉƟˇ ʿǩʉǞ
ǞǩǊǞƟɫ ɠɫȴ˨ʉ
ࡦ �ȴʻƟ ʉȴ ʉǞŒʉ ʻƟɫʉƟˇ

Ei



ðͮΓϑΉ̺Р �̺ϫͩΧ̭

üǞƟȴɫƟȝ
� ȈǦȠƝŒɥ ǅʗȠƀʂǦȰȠ ʂŒȂƝɵ Ǧʂɵ ȚŒˀǦȚʗȚ ŒȠƊ
ȚǦȠǦȚʗȚ ʴŒȈʗƝɵ ȰȠ ʴƝɥʂǦƀƝɵ

ࡦ ðʉŒɫʉ Œʉ Œȣˈ ʻƟɫʉƟˇ

ࡦ īǞǩȋƟ ʉǞƟɫƟ ǩɻ Œȣ ŒƌǽŒƁƟȣʉ ʻƟɫʉƟˇ ʿǩʉǞ
ǞǩǊǞƟɫ ɠɫȴ˨ʉ
ࡦ �ȴʻƟ ʉȴ ʉǞŒʉ ʻƟɫʉƟˇ

profit 7 profits6

ET
green

pff t.TT fit z
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üǞƟȴɫƟȝ
� ȈǦȠƝŒɥ ǅʗȠƀʂǦȰȠ ʂŒȂƝɵ Ǧʂɵ ȚŒˀǦȚʗȚ ŒȠƊ
ȚǦȠǦȚʗȚ ʴŒȈʗƝɵ ȰȠ ʴƝɥʂǦƀƝɵ

ࡦ ðʉŒɫʉ Œʉ Œȣˈ ʻƟɫʉƟˇ
ࡦ īǞǩȋƟ ʉǞƟɫƟ ǩɻ Œȣ ŒƌǽŒƁƟȣʉ ʻƟɫʉƟˇ ʿǩʉǞ
ǞǩǊǞƟɫ ɠɫȴ˨ʉ
ࡦ �ȴʻƟ ʉȴ ʉǞŒʉ ʻƟɫʉƟˇ

EE



+ΧϘΗ̺Ϙ +˺ϡ̺ϡ

ࡦ £ȴ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ

ࡦ ċȣŷȴʞȣƌƟƌ ɠɫȴ˨ʉ

I



+ΧϘΗ̺Ϙ +˺ϡ̺ϡ

ࡦ £ȴ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ

ࡦ ċȣŷȴʞȣƌƟƌ ɠɫȴ˨ʉ
I
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ࡦ ðǩȝɠȋƟˇ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ �Œȣˈ ɠɫȴǇƟɻɻǩȴȣŒȋ ɠŒƁȅŒǊƟɻ ʉǞŒʉ ǩȝɠȋƟȝƟȣʉ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Ǉȴɫ �ß

ࡦ Dȋȋǩɠɻȴǩƌ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ ßɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ

ࡦ �Œɻʉ ʿƟƟȅ࡭

quite efficient in practice

0 Ex El

O Exa El

o men
in n dimensions

vertices ooo 100

known examples whene

simple method will have to check 22h
vertices
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ࡦ ðǩȝɠȋƟˇ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ �Œȣˈ ɠɫȴǇƟɻɻǩȴȣŒȋ ɠŒƁȅŒǊƟɻ ʉǞŒʉ ǩȝɠȋƟȝƟȣʉ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Ǉȴɫ �ß

ࡦ Dȋȋǩɠɻȴǩƌ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ ßɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ

ࡦ �Œɻʉ ʿƟƟȅ࡭
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ࡦ ðǩȝɠȋƟˇ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ �Œȣˈ ɠɫȴǇƟɻɻǩȴȣŒȋ ɠŒƁȅŒǊƟɻ ʉǞŒʉ ǩȝɠȋƟȝƟȣʉ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Ǉȴɫ �ß

ࡦ Dȋȋǩɠɻȴǩƌ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ ßɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ

ࡦ �Œɻʉ ʿƟƟȅ࡭

Khachiyan 1979
Run time n7
non really practical
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ࡦ ðǩȝɠȋƟˇ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ �Œȣˈ ɠɫȴǇƟɻɻǩȴȣŒȋ ɠŒƁȅŒǊƟɻ ʉǞŒʉ ǩȝɠȋƟȝƟȣʉ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Ǉȴɫ �ß

ࡦ Dȋȋǩɠɻȴǩƌ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ ßɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ

ࡦ �Œɻʉ ʿƟƟȅ࡭

efficiently in practice

Somewhat off in theory

Karmankar
Run time n

3.5
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ࡦ ðǩȝɠȋƟˇ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ �Œȣˈ ɠɫȴǇƟɻɻǩȴȣŒȋ ɠŒƁȅŒǊƟɻ ʉǞŒʉ ǩȝɠȋƟȝƟȣʉ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Ǉȴɫ �ß

ࡦ Dȋȋǩɠɻȴǩƌ ȝƟʉǞȴƌ

ࡦ ßɫȴǽƟƁʉǩʻƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ

ࡦ �Œɻʉ ʿƟƟȅ࡭ JSW Z 21 solves LP is

essentially in time
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